Czes¢ VIII - Dodatek: Podstawy matematyczne

C.4 Rozklady: geometryczny i dwumianowy

Rzut moneta jest przyktadem proby Bernoulliego, ktoéra jest zdefiniowana jako dosSwiadczenie
mogace zakonczy¢ si¢ jednym z dwoch mozliwych wynikéw: sukcesem, ktéry wystepuje z praw-
dopodobienstwem p, lub porazkq, ktéra wystgpuje z prawdopodobieristwem ¢ = 1 — p. Kiedy
méwimy o wielu probach Bernoulliego, mamy na mysli, ze sa one wzajemnie niezalezne, i jesli
nie powiemy wyraznie, ze jest inaczej, to w kazdej z nich jest takie samo prawdopodobiefistwo
sukcesu p. Z probami Bernoulliego sa zwiazane dwa wazne rozklady: rozklad geometryczny
i dwumianowy.

Rozklad geometryczny

Przypusémy, ze mamy ciag préb Bernoulliego, kazda z prawdopodobienstwem sukcesu p i praw-
dopodobienstwem porazki ¢ = 1— p. lle nastapi préb, zanim odniesiemy sukces? Niech zmienna
losowa X bedzie liczba préb potrzebnych do osiagnigcia sukcesu. Wowcezas X przyjmuje warto-
Sci z zakresu {1,2, ...} idla k > 1 zachodzi réwnos¢

Pr{X =k} =¢""p, (C.35)

poniewaz mamy k — 1 porazek, zanim odniesiemy sukces. Rozktad prawdopodobieristwa opisany
réwnaniem (C.35) jest nazywany rozktadem geometrycznym. Rysunek C.1 ilustruje taki rozktad.
Przy zatozeniu, ze g < 1, wartoS¢ oczekiwang rozktadu geometrycznego mozna obliczy¢

nastgpujaco:
o0
E[X] = ) kq¢*'p
k=1
1=
_ P q
= Z. 5 (ze wzoru (A.11) na str. 1072)
q (1-q)
_r. 4
q p?
—1/p. (C.36)

Potrzeba wigc Srednio 1/ p prdb, aby odnies¢ sukces, co jest zgodne z intuicja. Wariancja, ktora
mozna obliczy¢é w podobny sposdb, korzystajac z wyniku zadania C.4-4, wynosi

Var[X] = q/p>. (C.37)

Przypusémy na przyktad, ze powtarzamy rzuty dwiema kostkami az do otrzymania liczby
oczek siedem lub jedenasScie. Na 36 mozliwych wynikéw 6 daje nam siédemke i 2 — jedenastke.
Stad prawdopodobienstwo sukcesu wynosi p = 8/36 = 2/9 i musimy $rednio rzuci¢ 1/p =
9/2 = 4,5 razy, aby otrzymaé w wyniku siedem lub jedenascie.
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Rysunek C.1 Rozktad geometryczny z prawdopodobieristwem sukcesu p = 1/3 i prawdopodobiefistwem porazki
q = 1 — p. Wartos¢ oczekiwana rozktadu wynosi 1/p = 3

Rozklad dwumianowy

Ile sukceséw nastapi podczas n préb Bernoulliego, jezeli sukces nastgpuje z prawdopodobien-
stwem p, a porazka z prawdopodobiefistwem ¢ = 1 — p? Zdefiniujmy zmienng losowg X
jako liczbg sukcesow, ktére wystapity w n prébach. Woéwczas X przyjmuje wartosci ze zbioru

{0,1,...,n}idlak =0,...,n zachodzi réwnos¢
PriX =k} = (Z) PRqn, (C.38)

poniewaz istnieje (Z) sposobow na wybranie sposrdd n préb tych k, ktére koricza si¢ sukcesem,
a prawdopodobiefistwo otrzymania wiasnie takiego uktadu k sukceséw wynosi p*¢"~*. Rozktad
prawdopodobienstwa okreslony rownaniem (C.38) jest nazywany rozktadem dwumianowym.
Dla wygody zdefiniujemy rodzing rozktadéw dwumianowych, uzywajac zapisu

b(k;n, p) = (Z) pr(—p)yr . (C.39)

Rysunek C.2 ilustruje rozktad dwumianowy. Nazwa ,,dwumianowy” wynika z tego, ze
wzor (C.38) jest k-tym sktadnikiem rozwinigcia (p + ¢)". Zatem skoro p + g = 1, to ze
wzoru (C.4) na str. 1109 dostajemy
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Rysunek C.2 Rozktad dwumianowy b(k; 15, 1/3) odpowiadajacy n = 15 prébom Bernoulliego, kazda z prawdo-
podobienistwem sukcesu p = 1/3. Wartos$¢ oczekiwana rozktadu wynosi np = 5

> bkin.p) =1 (C.40)

k=0

zgodnie z wymogiem aksjomatu 2 prawdopodobienstwa.

Wartos$¢ oczekiwana zmiennej losowej o rozktadzie dwumianowym mozemy obliczyc¢,
korzystajac ze wzordw (C.9) i (C.40). Niech X bedzie zmienna losowa o rozktadzie b(k;n, p)
iniech g = 1 — p. Z definicji wartosci oczekiwanej mamy

E[X] = Xn:k Pr{X =k}
k=0

= ikb(k;n,p)

k=0
i n
— k k n—k
>i(7) s
k=1
" (n—1
=np Z (Z _ 1) prlgn* (z réwnania (C.9) na str. 1110)
k=1
S [(n-1) & (n—1)—k
=mpy |, |rta
k=0

n—1
=np Y b(kin—1,p)
k=0

=np. (z réwnania (C.40)). (C41)
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Dodatek C  Zliczanie i prawdopodobieristwo

Korzystajac z liniowoSci wartosci oczekiwanej, mozemy otrzymac ten sam rezultat, wyko-
nujac znacznie mniej skomplikowanych obliczen. Niech X; bedzie zmienna losowa oznaczajaca
liczbg sukcesow w i-tej probie. Wowczas E[X;] = p-1+4 ¢ -0 = p, a oczekiwana liczba
sukceséw dla n préb wynosi

E[X] = E|:2n:X,»:|

= ZE[Xi] (z réwnania (C.24) na str. 1120)
i=1

=27
i=1
= np. (C.42)

To samo podej$cie mozna zastosowaé do obliczenia wariancji naszego rozktadu. Korzystajac
z réwnania (C.31), otrzymujemy Var [X;] = E [X?] — E? [X;]. Poniewaz X; przyjmuje wylacznie
wartosci 01 1, mamy E [X?] = E[X;] = p; zatem

Var[X;] = p—p> = p(1—p) = pq. (C.43)

Aby obliczy¢ wariancje zmiennej losowej X, skorzystamy z niezaleznosci n prob; stad
postugujac si¢ réwnaniem (C.33), mamy

Var [X] = Var |:Zn: Xl-i|

= ZVar [Xi]

i=1
n

i=1

— npq. (C.44)

Jak mozna zobaczy¢ na rys. C.2, rozktad dwumianowy b(k;n, p) ro$nie w miare jak k
przebiega od 0 do np, a nastgpnie maleje. Mozemy udowodnié, ze rozklad ten zawsze zachowuje
si¢ w taki sposob, patrzac na stosunek kolejnych prawdopodobienistw:

bkin.p)  (Dprre"*

bk —1;n, p) B (kil)pk—lqn—k-i-l
_onlk=D!n—k+1D!p

k'(n—k)nlg
_ —’;; Dp (C.45)
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—k+1Dp—k
+(n )P q

=1
kq
_ 1_|_(n—k~|—1)p—k(1—p)‘
kq
_ 1_|_(n+l)p—k'
kq

Stosunek ten jest wigkszy niz 1, gdy (n+ 1) p—k jest dodatnie. Zatem b(k;n, p) > b(k—1;n, p)
dla k < (n + 1)p (rozktad rosnie) i b(k;n, p) < b(k — 1;n, p) dlak > (n + 1)p (rozktad
maleje). Jezeli (n 4 1) p jest catkowite, to dla k = (n 4 1) p stosunek b(k;n, p)/b(k — 1;n, p)
wynosi 1, czyli b(k;n, p) = b(k — 1;n, p). Rozktad ma wtedy dwa maksima: dlak = (n + 1) p
ik—1=m+1)p—1=np—q. W przeciwnym wypadku osiaga on maksimum dla doktadnie
jednego catkowitego k, ktére lezy w przedziale np —q < k < (n + 1) p.

Nastepujacy lemat podaje gérne ograniczenie rozktadu dwumianowego.

Lemat C.1
Niechn > 0,niech0 < p < 1, niechg = 1 — piniech 0 < k < n. Wéwczas

b(k;n, p) < (%)k (nn_qk)n_k .

Dowod Mamy

k n—k
S(ﬁ) ( " ) P*q"™*  (ze wzoru (C.7) na str. 1109)

Zadania

C.4-1
Zweryfikuj aksjomat 2 z aksjomatéw prawdopodobienistwa dla rozktadu geometrycznego.

C4-2
Ile razy musimy Srednio rzuci¢ szeScioma monetami, zanim otrzymamy 3 orty i 3 reszki?

C.4-3
Pokaz, ze wariancja rozkladu geometrycznego wynosi g/ p?. (Wskazéwka: Wykorzystaj zadanie
A.1-6 na str. 1074).

C.4-4
Pokaz, ze b(k;n, p) =b(n —k:n,q), gdzieq =1 — p.
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CA4-5
Pokaz, ze warto$¢ maksymalna rozktadu dwumianowego b(k;n, p) wynosi w przyblizeniu

1/4/2mnpq, gdzieq = 1 — p.

C.4-6

Pokaz, ze prawdopodobieristwo nieuzyskania zadnego sukcesu w n probach Bernoulliego, kazda
z prawdopodobienistwem p = 1/n, wynosi w przyblizeniu 1/e. Pokaz, ze prawdopodobiefistwo
uzyskania doktadnie jednego sukcesu jest takze w przyblizeniu réwne 1/e.

CA4-7

Profesor Rosencrantz rzuca moneta n razy i to samo robi profesor Guildenstern. Pokaz, ze praw-
dopodobienstwo, iz wyrzuca taka sama liczbg ortéw, wynosi (zn” ) /4" (Wskazowka: Przyjmij,
ze dla profesora Rosencrantza sukcesem jest wyrzucenie orta, a dla profesora Guildensterna —

wyrzucenie reszki). Opierajac si¢ na swoim dowodzie, wykaz, ze

P k n
C.4-8
Pokaz, ze dla 0 < k < n zachodzi nier6wnos¢

b(kin,1/2) < 2nH&/m=n
gdzie H(x) jest funkcja entropii zdefiniowana réwnaniem (C.8) na str. 1110.

C.4-9

Rozwazmy n préb Bernoulliego, gdzie dlai = 1,2, ..., n prawdopodobieristwo sukcesu w i -tej
prébie wynosi p;, i niech X bedzie zmienng losowa oznaczajaca taczna liczbg sukceséw. Niech
p > p; dlakazdegoi = 1,2,...,n. Udowodnij, ze dla 1 < k < n zachodzi nieréwnos¢

k—1
PriX <k}=> b(i:n. p).
i=0

C.4-10

Niech X bedzie zmienng losowa okreslajaca taczng liczbe sukceséw w ciagu A n préb Bernoul-
liego, gdzie prawdopodobieristwo sukcesu w i-tej probie wynosi p;, i niech X’ bgdzie zmienng
losowa okreSlajaca taczna liczbe sukcesow w ciggu A’ n préb Bernoulliego, gdzie prawdopo-
dobienstwo sukcesu w i-tej probie wynosi p. > p;. Udowodnij, ze dla 0 < k < n zachodzi
nieréwnos¢

Pr{X’' >k} >Pr{X > k}.

(Wskazowka: Pokaz, jak uzyskaé préby Bernoulliego w ciagu A’ przez doswiadczenie zwigzane
z probami w ciagu A, i wykorzystaj wynik zadania C.3-7).
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* C.5 Krance rozkladu dwumianowego

Prawdopodobieristwo osiagnigcia co najmniej lub co najwyzej k sukcesow w n prébach Bernoul-
liego, kazda z prawdopodobieiistwem sukcesu p, jest czgsto bardziej interesujace niz prawdopo-
dobienstwo osiagnigcia doktadnie k£ sukcesow. W tym podrozdziale badamy krarice rozktadu
dwumianowego: dwa obszary rozktadu b(k; n, p), ktére sa dalekie od Sredniej np. Udowodnimy
kilka waznych oszacowan na sumy sktadnikéw z obu kraicéw.

Na poczatku wyprowadzimy ograniczenie dotyczace prawego kranca rozktadu b(k; n, p).
Ograniczenia na lewym kraiicu mozna ustali¢ przez zamiang rél sukcesu i porazki.

Twierdzenie C.2
Rozwazmy ciag n préb Bernoulliego, gdzie sukces wystgpuje z prawdopodobieristwem p. Niech

X bedzie zmienng losowa oznaczajaca taczna liczbg sukceséw. Wowcezas dla 0 < k < n
prawdopodobieristwo uzyskania co najmniej k sukceséw wynosi

Pr{X >k} = Xn:b(i;n,p)
i=k

B2

Dowod Dla S C {1,2,...,n} niech Ag oznacza zdarzenie, ze i-ta proba jest sukcesem dla
kazdegoi € S. Poniewaz Pr{Ags} = p*, gdzie |S| = k, wigc mamy

A

Pr{X > k} = Pr{istnieje S C {1,2,...,n}: |S|=kiAs}

:Pr{ U As

S§C{1,2,...,n}:|S|=k

< Z Pr{Ag} (z nieréwnosci (C.21) na str. 1117)
Sc{1,2,...,n}:|S|=k

Nastgpujacy wniosek jest odpowiednikiem powyzszego twierdzenia dla lewego kraica
rozktadu dwumianowego. W ogdlnosci, adaptacje twierdzen zachodzacych dla jednego z kraincéw
na przypadek drugiego kranca bgdziemy pozostawiali Czytelnikowi.

Whniosek C.3

Rozwazmy ciag n préb Bernoulliego, gdzie sukces wystepuje z prawdopodobiefistwem p. Jesli X
jest zmienng losowa oznaczajaca taczna liczbe sukcesow, to dla 0 < k < n prawdopodobiefistwo
uzyskania co najwyzej k sukceséw wynosi
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k
Pr{X <k}=> b(i:n.p)

< n o n—k
< (n - k)(l p)
— n o \n—k

Nasze kolejne ograniczenie dotyczy lewego kranca rozktadu dwumianowego. Wniosek
z niego méwi, ze daleko od warto$ci Sredniej suma wartosci na lewym kraincu zmniejsza sig¢
wyktadniczo.

Twierdzenie C.4

Rozwazmy ciag n prob Bernoulliego, gdzie sukces wystepuje z prawdopodobienistwem p,
a porazka z prawdopodobieistwem ¢ = 1 — p. Niech X bedzie zmienna losowa oznaczajaca
taczna liczbg sukcesow. Wéowczas dla 0 < k < np prawdopodobieristwo uzyskania mniej niz k
sukcesé6w wynosi

k-1
Pri{X <k} = Zb(i;n,p)
i=0

kq
np —k

b(k;n, p).

Dowdéd  Szacujemy szereg Zf:é b(i;n, p) przez szereg geometryczny metoda z dodatku A.2,
str. 1078.Dlai = 1,2,..., k ze wzoru (C.45) mamy

b(i:n, p) N m—i+1p
iq
< —
(n—i)p
< _ka
(n—k)p
Jesli przyjmiemy
x = kq
(n —kk)p
ST
(n—np)p
_ ka
ngp
kK
=

< 1,
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to stad wynika, ze

b(i —1;n,p) <xb(i:n,p)

dla0 <i < k. Powtarzajac to rozumowanie k — i razy, otrzymujemy
b(i:n, p) < x*7b(k;n, p)

dla0 <i <k, astad

k—1 k—1

Zb(i;n,p) < Zxk_ib(km,P)

i=0 i=0

< b(k;n,p)ixi

i=1

=~ b(k:n. p)
YT ks —bop)
q J—
= b(k;n,
(= Fp~k9)/(tn ~F)p (k. p)
_ ke
_np—kp—kqb(k’n’p)
= kq b(k:n, p). [
np —k

Whriosek C.5

Rozwazmy ciag n préb Bernoulliego, gdzie sukces wystgpuje z prawdopodobienstwem p,
a porazka z prawdopodobienstwem ¢ = 1 — p. Dla 0 < k < np/2 prawdopodobienistwo
uzyskania mniej niz k sukcesow jest mniejsze niz potowa prawdopodobieristwa uzyskania mniej
niz k + 1 sukceséw.

Dowod Poniewaz k < np/2, mamy

kg _ _(p/2)q
np—k = np—(np/2)
_ (np/2)q
np/2
<1, (C.46)

bo g < 1. Jedli X jest zmienng losowa oznaczajaca liczbg sukceséw, to z twierdzenia C.4
i nieréwnosci (C.46) wynika, ze prawdopodobienstwo uzyskania mniej niz k sukces6w wynosi

k—1
Pr{X <k} = Zb(z’;n,p) < b(k;n, p).

i=0
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Mamy zatem

Pr{X <k} _ Y. b(isn, p)

Pr{X <k+1y Zﬁ;ob(i;n,p)
_ S s b(isn, p)
Y ab(iin, p) + blk:n, p)
< 1/2,

poniewaz Zf.:é b(i;n, p) <b(k:;n,p). ]

Oszacowania prawego kraica mozna wyznaczy¢ w podobny sposéb. Ich dowody sa pozo-
stawione jako zadanie C.5-2.

Whiosek C.6

Rozwazmy ciag n préb Bernoulliego, gdzie sukces wystgpuje z prawdopodobienstwem p. Niech
X bedzie zmienna losowa oznaczajaca taczna liczbe sukceséw. Wowcezas dlanp < k < n
prawdopodobiernistwo uzyskania wigcej niz k sukceséw wynosi

PriX >k}= Y b(i:n.p)
i=k+1
—k
<Z0P e ), .
k—np

Whiosek C.7

Rozwazmy ciag n préb Bernoulliego, gdzie sukces wystepuje z prawdopodobiefistwem p,
a porazka z prawdopodobienstwem ¢ = 1 — p. Dla (np 4+ n)/2 < k < n prawdopodobienstwo
uzyskania wigcej niz k sukceséw jest mniejsze niz potowa prawdopodobienistwa uzyskania
wigcej niz k — 1 sukcesow. u

W nastgpnym twierdzeniu rozwazanych jest n préb Bernoulliego, kazda z prawdopodo-
biefstwem p; uzyskania sukcesu, dlai = 1,2,...,n. Jak wynika z zamieszczonego dalej
wniosku, mozemy uzy¢ tego twierdzenia do wyznaczenia oszacowania prawego krafica rozktadu
dwumianowego, przyjmujac p; = p dla wszystkich préb.

Twierdzenie C.8

Rozwazmy ciag n préb Bernoulliego, gdzie w i -tej prébie, dlai = 1,2,..., n, sukces wystgpuje
z prawdopodobienstwem p;, a porazka z prawdopodobienstwem ¢; = 1 — p;. Niech X bedzie
zmienna losowa oznaczajaca taczna liczbe sukceséw i niech u = E[X]. Wowczas dlar > u
zachodzi zaleznos$¢

PriX—p>r}< (%)’.
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Dowod  Poniewaz dla dowolnego o > 0 funkcja e** jest SciSle rosnaca wzglegdem x, mamy
Pr{X—-pu>r}="Pr {e"‘(X_”“) > e‘”}, (C47)
gdzie o bedzie ustalone péZniej. Korzystajac z nieréwnosci Markowa (C.34), otrzymujemy

Pr {e"‘(x_”“) > e‘”} <E [e"‘(X_“)] e, (C.48)

Gtéwny cigzar dowodu polega na oszacowaniu E [e"‘(X _“)] i podstawieniu odpowiedniej
warto$ci o« w nieréwnosci (C.48). Najpierw wyznaczymy E [e“(X _“)]. Stosujac metod¢ wskaz-
nikowych zmiennych losowych z podrozdz. 5.2, przyjmijmy X; = I {i-ta préba Bernoulliego
konczy si¢ sukcesem} dlai = 1,2,...,n, tzn. ze X; jest zmienng losowa, ktéra przyjmuje
warto$¢ 1, jesli wynikiem i-tej proby Bernoulliego jest sukces, a 0 — jesli porazka. Wtedy

X - iXi’
i=1

a z liniowosci wartosci oczekiwanej mamy

uw = E[X] =E|:2Xi:| = ZE[Xi] = Zpi,

skad wynika, ze
n
X—p= Z(Xi — pi)-
i=1

Podstawiajac prawa strong tej rownosci za X — p, otrzymujemy

E[e“(X_“)] — E[ea2§’=1(Xf—pi)]
n
— E eOt(Xi—Pi)j|
I
n
— HE[e(x(Xi_Pi)]’
i=1

co wynika z (C.27), poniewaz z wzajemnej niezaleznosci zmiennych losowych X; wynika
wzajemna niezalezno$¢ zmiennych losowych e*Xi=7i) (patrz zad. C.3-5). Z definicji wartosci
oczekiwanej mamy

E[eot(Xi—pi)] — eol(l—lii)pi + eOt(O—Pi)qi

= p;e®i 4 g;e~ i
pie® +1 (C.49)
< exp(pie®),

IA
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gdzie exp(x) oznacza funkcje wyktadnicza: exp(x) = e*. (Nierownos¢ (C.49) wynika z nieréw-
nosScia > 0,¢q; < 1,e% <e“ie *Pi <1, aostatni wiersz wynika z nieréwnosci (3.12)). Stad
otrzymujemy

n
E [ea(X—/L)] — 1_[ E [eﬂt(Xi—Pi)]
i=1

n
= 1_[ exp(pie®)
i=1

= exp (Z pieo‘)
i=1
= exp(pe®). (C.50)
bo u = Z:’Zl pi. Z réwnania (C.47) oraz nieréwnosci (C.48) i (C.50) wynika zatem, ze
Pr{X —u >r} <exp(ue® —ar). (C.51)
Przyjmujac o = In(r/ ) (patrz zad. C.5-7), dostajemy

Pr{X —p = r} < exp(ue"™ —rin(r/p)

= exp(r —rn(r/p))
er
Cr/wy
A
- () :
r
Twierdzenie (C.8) zastosowane do prob Bernoulliego, gdzie kazda z préb ma to samo

prawdopodobienstwo zaistnienia sukcesu, daje nam nastgpujacy wniosek dotyczacy ograniczenia
prawego kraica rozktadu dwumianowego.

Whriosek C.9

Rozwazmy ciag n préb Bernoulliego, gdzie w kazdej probie sukces wystepuje z prawdopodobien-
stwem p, a porazka wystepuje z prawdopodobienistwem ¢ = 1 — p. Niech X bedzie zmienng
losowa oznaczajaca taczna liczbe sukcesow. Wtedy dla r > np zachodzi zalezno$¢

Pr{iX —np>r} = Z b(k;n, p)

k=[np+r]

’

- (npe ) .
- r

Dowod Ze wzoru (C.41) mamy u = E[X] = np. [
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Zadania

C.5-1
Co jest bardziej prawdopodobne: uzyskanie doktadnie n ortéw w 2n rzutach moneta symetryczna,
czy uzyskanie n ortéw w n rzutach moneta symetryczna?

C.5-2
Udowodnij wnioski C.61 C.7.

C.5-3
Pokaz, ze

k—1
ny\ ; k
< 1) ———— = b(k;n, 1
;(i)a (“+)na—k(a+1) (k;n,a/(a + 1))
dla kazdego a > 0 i kazdego k takiego, ze 0 < k < na/(a + 1).

C.5-4
Udowodnij, ze jes§li 0 < k < np,gdzie0 < p<lig=1—p,to

k=1 - K .
Yo« s () )

C.5-5
Pokaz, korzystajac z twierdzenia C.8, ze dla r > n — pu zachodzi nieréwnos¢

(n— e\’

Pe{u—X>r}<[————) .
r
Podobnie, pokaz, korzystajac z wniosku C.9, ze dla r > n — np zachodzi nieréwnos¢
Prinp — X >r} < (%) .
r

C.5-6
Rozwazmy ciag n préb Bernoulliego, gdzie w i -tej prébie, dlai = 1,2,..., n, sukces wystgpuje

z prawdopodobieristwem p;, a porazka z prawdopodobiefistwem ¢; = 1 — p;. Niech X bedzie
zmienna losowa oznaczajaca taczng liczbe sukceséw i niech u = E[X]. Pokaz, ze dlar > 0

Pr{X —pu>r}< e "2,

(Wskazowka: Udowodnij, ze p;e*? + g;je™*Pi < e/, Nastgpnie poprowadZ dowdd jak
dowdd twierdzenia C.8, uzywajac tej nieréwnosci w miejsce nieréwnosci (C.49)).

C.5-7
Pokaz, ze prawa strona nieréwnosci (C.51) jest najmniejsza dla o = In(r/ ).
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Problemy do Dodatku C

Problemy

C-1 Problem Monty’ego Halla
Wyobraz sobie, ze jestes uczestnikiem teleturnieju Let’s Make a Deal z lat 60-tych, ktérego gospo-
darzem jest Monty Hall. Cenna nagroda jest ukryta za jednymi z trzech drzwi, a bezwartosSciowe
nagrody za pozostalymi dwoma drzwiami. Wygrasz cenng nagrodg — samochdéd lub inng droga
rzecz — jeSli wybierzesz wlasciwe drzwi. Po wybraniu jednych drzwi, ale jeszcze przed ich otwar-
ciem, Monty, ktéry wie, gdzie jest samochdd, poleca swojej asystentce Carol Merrill, aby otwo-
rzyta jedne z pozostatych drzwi, odstaniajac kozg (nie jest to cenna nagroda). Gospodarz pyta, czy
chcesz pozostac przy obecnym wyborze, czy tez przerzuci¢ sig¢ na drugie zamknigte drzwi. Co po-
winiene$ zrobié, aby zmaksymalizowac swoje szanse na wygranie samochodu, a nie drugiej kozy?
OdpowiedzZ na to pytanie — pozostaé przy pierwotnym wyborze, czy zmieni¢ decyzje?
— byta przedmiotem wielu dyskusji, po czgsci dlatego, ze opis problemu nie jest catkowicie
jednoznaczny. Zbadamy konsekwencje rozmaitych subtelnych zatozefi.

(a) Zalézmy, ze twdj pierwszy wybor jest losowy, czyli ze prawdopodobienistwo wyboru wta-
Sciwych drzwi wynosi 1/3. Wiesz przy tym, ze Monty zawsze daje kazdemu uczestnikowi
mozliwos¢ zmiany decyzji (a wigc da ja tez i tobie). Udowodnij, ze lepiej jest zmienié
decyzje niz pozostaé przy pierwotnym wyborze. Jakie jest prawdopodobienstwo wygrania
samochodu?

To wtasnie ta odpowiedz jest najczgsciej podawana jako rozwiazanie, mimo ze w oryginal-
nym sformutowaniu problemu nie zaktada si¢, ze Monty zawsze oferuje uczestnikowi mozliwosé
zmiany decyzji. Jak wyjasnimy dalej, twoja optymalna strategia moze by¢ inna, jesli to niejawne
zatozenie nie jest spetnione. W rzeczywistoSci w prawdziwym teleturnieju po wyborze drzwi
przez uczestnika Monty czasami po prostu polecat Carol otwarcie wskazanych drzwi.

Stwérzmy model interakcji migdzy toba a Montym w postaci dos§wiadczenia probabilistycz-
nego, w ktérym obie strony stosuja zrandomizowane strategie. Doktadniej, po wybraniu przez
ciebie drzwi Monty oferuje ci mozliwo$¢ zmiany z prawdopodobiefistwem pyign, jeSli wybrates
wlasciwe drzwi i z prawdopodobiefistwem py;ong, jeSli twdj wybor byt zty. Jesli dostates mozli-
woS$¢ zmiany decyzji, to zmieniasz ja z prawdopodobiedstwem pyieh. Jesli na przyktad Monty
zawsze daje ci mozliwos¢ zmiany decyzji, to jego strategie okreslaja wartoSci pright = Pwrong = 1.
Jesli ty zawsze zmieniasz decyzje, to twoja strategi¢ okresla pgyyen = 1.

Grg mozna teraz potraktowaé jako eksperyment sktadajacy si¢ z pigciu krokow:

1. Wybierasz drzwi losowo, trafiajac samochéd (wtasciwy wybor) z prawdopodobiefistwem

1/3, albo kozg (niewtasciwy wybor) z prawdopodobienistwem 2 /3.

2. Carol otwiera jedne z dwoch pozostatych drzwi, odstaniajac koze.

3. Monty oferuje ci mozliwo$¢ zmiany decyzji z prawdopodobiefistwem pyign, jesli twdj wybor
byt wiasciwy i z prawdopodobienstwem pyong, jeSl twdj wybor byt niewtasciwy.

4. Jesli Monty zaoferowat ci mozliwo$¢ zmiany decyzji w kroku 3, to zmieniasz ja z prawdo-
podobienstwem Pyitch-

5. Carol otwiera ostatecznie wybrane przez ciebie drzwi, odstaniajac albo samochdd (wygra-
fes), albo koze (przegrates).
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Przeanalizujemy teraz t¢ gre i wyjasnimy, jak wartoSci pright, Pwrong 1 Pswitch WPIywaja na
prawdopodobienstwo wygrane;j.

(b) Jakich jest sze§¢ mozliwych wynikéw w przestrzeni zdarzen dla tej gry? Ktére wyniki
odpowiadaja wygraniu przez ciebie samochodu? Jak wyrazajg si¢ prawdopodobiefistwa
poszczegllnych wynikéw w zaleznoSci od wartoSci Prigh, Pwrong 1 Pswiten? Przedstaw swoje
odpowiedzi w formie tabeli.

(c) Skorzystaj z wynikéw ze swojej tabeli (lub uzyj innego sposobu), zeby udowodnic, ze
prawdopodobiefistwo wygrania samochodu wynosi

1
g(zpwrongpswitch - prightpswitch + 1)
Zatézmy, ze Monty zna prawdopodobieistwo pgyicn, Z jakim zmieniasz decyzje, a jego celem
jest minimalizacja twojej szansy na wygrana.
(d) Jaka jest najlepsza strategia Monty’ego, czyli najlepszy wybOr wartoSci prigh¢ 1 Pwrong> W Przy-
padku, kiedy pgywiccn > O (to znaczy, zmieniasz decyzje z dodatnim prawdopodobienstwem)?
(e) Uzasadnij, ze jeSli pywien = O (nigdy nie zmieniasz decyzji), to kazda z mozliwych strategii
Monty’ego jest dla niego optymalna.
Zalézmy teraz, ze strategia Monty’ego jest ustalona, czyli wartoSci piigne 1 Pwrong S8 Z gOry
okreslone.

(f) W przypadku, kiedy znasz wartoSci pright 1 Pwrong» jaka jest twoja najlepsza strategia wyboru
wartoSci prawdopodobiefistwa pgyicn W Zaleznosci od Prighe 1 Pywrong !

(g) W przypadku, kiedy nie znasz wartoSci Prigni 1 Pwrong, jaki Wybor pyyien maksymalizuje
najmniejsze prawdopodobieristwo wygranej dla wszystkich mozliwych konfiguracji piign
i V4 Wrong?

Wréémy do pierwotnego sformutowania problemu, w ktérym Monty dat ci mozliwos$é
zmiany decyzji, ale nie znasz jego zamiardw ani strategii.

(h) Uzasadnij, ze proawdopodobienistwo warunkowe wygrania samochodu, jesli wiadomo, ze
Monty daje ci mozliwo$¢ zmiany decyzji, wynosi
pright - prightpswitch + 2pwrongpswilch

prighl + 2pwrong
Wyjasnij, dlaczego Prighi + 2 Pywrong 7# 0.

(C.52)

(i) Jaka jest warto$¢ wyrazenia (C.52) dla pgien = 1/2? Pokaz, ze wybor pgien < 1/2 lub
Dswiteh > 1/2 pozwala Monty’emu dobra¢ wartosSci piigne 1 Pwrong> Ktore daja mniejsza warto$¢
wyrazenia (C.52) niz przy wyborze pyyien = 1/2.

(j) Zatézmy, ze nie znasz strategii Monty’ego. Wyjasnij, dlaczego zmiana decyzji z prawdopodo-

bienstwem 1/2 jest dobra strategia postgpowania w przypadku problemu w jego pierwotnym
sformutowaniu. Podsumuj, czego si¢ nauczytes, analizujac ten problem.
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Uwagi do dodatku C

C-2 Kuleiurny
W tym problemie przesledzimy efekt réznych zatozen na liczbg sposobéw umieszczenia n kul
w b réznych urnach.

(a) Przypusémy, ze jest n réznych kul i ze ich kolejno$¢ w urnie nie ma znaczenia. Pokaz, ze
liczba sposobéw umieszczenia kul w urnach wynosi b”.

(b) Przypusémy, ze kule sa r6zne i ze kule w kazdej z urn sa uporzadkowane. Udowodnij, ze
liczba sposobéw umieszczenia kul w urnach wynosi (b +n — 1)!/(b — 1)!. (Wskazowka:
Rozwaz liczbg mozliwosci ustawienia n r6znych kul i b — 1 nierozréznialnych patykéw
w jednym rzedzie).

(c) Przypusémy, ze kule sa identyczne, a wigc ich kolejno$¢ w urnie nie ma znaczenia. Pokaz,
ze liczba sposobdw umieszczenia kul w urnach wynosi (b+;'_1 ) (Wskazowka: le ustawien
z punktu (b) powtarza sig, jesli przyjmiemy, ze kule sa identyczne?).

(d) Przypusémy, ze kule sa identyczne i ze zadna z urn nie moze zawiera¢ wigcej niz jedna kulg,
czylin < b. Pokaz, ze liczba sposobéw umieszczenia kul wynosi (Z)

(e) Przypusémy, ze kule sa identyczne i ze zadna z urn nie moze pozostaé pusta. Przy zalozeniu

Ce . . . . . -1
n > b pokaz, ze liczba sposobéw umieszczenia kul wynosi (Z_l).

Uwagi do dodatku

Pierwsze ogdélne metody rozwiazywania probleméw prawdopodobiefistwa byly rozwazane
w stawnej korespondencji pomigdzy B. Pascalem a P. de Fermatem, ktéra rozpoczeta si¢ w 1654 r.,
oraz w ksiazce C. Huygensa z 1657 r. Poczatki Scistej teorii prawdopodobienistwa datuje sig¢
od prac J. Bernoulliego z 1713 r. i A. De Moivre’a z 1730 r. Kolejne udoskonalenia teorii
wprowadzili P.S. de Laplace, S.-D. Poisson oraz C.F. Gauss.

Sumy zmiennych losowych byly pierwotnie przedmiotem badan P.L. Czebyszewa i A.A.
Markowa. Teoria prawdopodobiefistwa zostata zaksjomatyzowana przez A.N. Kotmogorowa
w 1933 r. Oszacowania krancéw rozktadu zostaly podane przez Czernoffa [91] i Hoeffdinga [222].
Podstawowe zagadnienia dotyczace losowych struktur kombinatorycznych opisat P. Erdés.

Ksiazki Knutha [259] i Liu [302] sg dobrymi podrgcznikami elementarnej kombinatoryki
i zagadnien zliczania. Standardowe podreczniki Billingsleya [56], Chunga [93], Drake’a [125],
Fellera [139] i Rozanova [390] daja wszechstronne wprowadzenie do probabilistyki.
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